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摘　　　要 : 应用平面应力单元和傅立叶环单元耦合的有限元法对航空发动机静不定转子支撑惯性载荷进

行计算 ,解决了传统的材料力学方法求解静不定转子支撑惯性载荷时的两个缺陷 ,即当支座和轴承的耦合刚

度不可忽略时 ,很难建立正确的变形协调条件以及当转子不存在明显的轴的特征时 ,采用梁的弯曲理论将导

致较大的误差 ,同时 ,该方法将复杂的三维问题转化为二维问题 ,计算工作量小 ,速度快 ,精度及效率高.
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Abstract : A finite element by coupling plane st ress element wit h Fourier ring element

was used in t he calculation of t he inertial load of t he statically indeterminate rotor stay bear2
ing. This set tled two flaws in classical material mechanics , which made it difficult to estab2
lish correct deformation compatibility condition when t he coupling stiff ness of support and

shaf t bearing could not be ignored , and , bigger error in using beam t heory was likely caused

in t he case of absence of shaf t character for t he rotor . At t he same time , because t his method

t ransforms t he complex t hree2dimensional question into two2dimensional question , t he work2
load of calculation is smaller , calculating time is shorter , p recision and efficiency is higher .
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　　航空发动机压力平衡系统需要提供推力轴承

合适的轴向载荷 ,以确保轴承在发动机工作包线

内不发生滑动破坏 ,而确定工作包线内合适的轴

向载荷的重要依据之一就是轴承的径向载荷 ,因

为轴承的径向载荷是额定转速下滚子与跑道保持

不脱开所需最小轴向力的决定性影响因素[1 ] .在

现代航空发动机中转子轴向一般为静定结构 ,而

径向采用静不定结构的则屡见不鲜.传统的计算

静不定转子主轴承惯性载荷的方法为《航空发动

机设计手册》[2 ]所描述的材料力学方法 ,一般是将

转子当作梁来处理 ,而轴承则视其不同的结构形

式 ,例如 ,球轴承或滚棒轴承 ,将它们分别当作固

定铰和活动铰 ,再利用梁的弯曲理论建立适当的

变形协调条件 ,最后通过联立平衡方程求解铰支

座的支撑反力即得轴承的载荷.这种传统的材料

力学方法有两个很大的缺陷 ,第一个缺陷是当支
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座和轴承的耦合刚度不可忽略时 ,很难建立正确

的变形协调条件 (例如 ,图 1所示的某型机动力涡

轮柔性转子) ,从而导致求解结果误差很大 ;第二

个缺陷是当转子不存在明显的轴的特征时 (例如 ,

图 2所示的通过盘、螺栓的直接连接而成的某型

机高、低压转子) ,采用梁的弯曲理论将导致较大

的误差.

针对上述问题 ,本文应用平面应力单元和傅

立叶环单元耦合的有限元算法对航空发动机静不

定转子支撑惯性载荷进行计算 ,通过该方法可以

解决上述传统的材料力学方法存在的缺陷 ,获得

满意的结果.该法的主要优点是 :①可以精确模拟

叶片、盘、轴等的质量分布 ,使求解转子的变形更

加精确 ,从而静不定转子主轴承的载荷也更加精

确 ;②不需要假设条件 (例如 ,梁的假设) ,误差小 ;

③不需要建立静不定问题的变形协调条件 ,避免

了当支座和轴承的耦合刚度不可忽略时 ,建立正

确的变形协调条件的困难 ; ④采用半解析有限元

法 ,精度高 ; ⑤复杂的三维问题转化为二维问题 ,

计算工作量小 ,速度快 ,效率高.

1　平面应力单元和傅立叶环单元
耦合的有限元算法　

1 . 1　算法概述

傅立叶环单元是利用结构的轴对称性 ,将周

向变量 (载荷和位移)以傅立叶级数展开 ,并在子

午面内离散化 ,从而将三维问题转化为若干个二

维问题 ,即用半解析法求解三维轴对称结构问

题[3 ] .平面应力单元和傅立叶环单元同属二维单

元 ,两者耦合可使结构上具有非轴对称特性的平

面应力单元和具有轴对称特性的环单元在边界上

沿半径方向和轴向协调.在对发动机结构进行分

析时 ,对于盘、轴等轴对称结构采用环单元模拟 ,

叶片等非轴对称结构采用平面应力单元进行模

拟 ,轴承采用弹簧单元模拟.这样可以通过平面应

力单元和傅立叶环单元的耦合将叶片的惯性力传

到盘上 ,同时近似地将叶片的刚度作用于轮盘上 ,

再利用半解析有限元法求出转子在支撑处的变

形 ,从而求出轴承的惯性载荷.

1 . 2　载荷及位移的傅立叶表达

对于三维轴对称结构受到的非轴对称载荷可

分解为关于某个子午面的正对称载荷和反对称载

荷[4 ] .飞机机动飞行时转子受到的惯性载荷多为

正对称载荷 ,例如 ,三向过载、陀螺力矩及角加速

度引起的惯性力矩就是正对称载荷.

对于正对称载荷 ,节点力 ( Fr , Fa , Ft )和节点

位移 ( u , v , w)可分别表达为

Fr = ∑
N

m = 0
Fr m ( r , z) co s mθ

Fa = ∑
N

m = 0

Fam ( r , z) cos mθ

Ft = ∑
N

m = 0
Ft m ( r , z) sin mθ

(1)

u = ∑
N

m = 0
um ( r , z) cos mθ

v = ∑
N

m = 0

vm ( r , z) cos mθ

w = ∑
N

m = 0
w m ( r , z) sin mθ

(2)

式中N - 傅立叶级数展开式的项数 ;

u - 径向位移 ;

v - 轴向位移 ;

w - 周向位移 ;

下标 r ,a ,t - 分别表示径向、轴向、周向.

1 . 3　单元刚度矩阵

对于正对称载荷 ,节点力及位移的展开式见

式 (1) 、式 (2) .对第 m项而言

u

v

w

= [ N ] (δm ) e = [ [ N ]1 ⋯[ N ] n ]{δm } e (3)

式中
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[N]i =

Nicos mθ 0 0

0 Nicos mθ 0

0 0 Ni sin mθ

( i = 1 ,2 ,⋯, n) (4)

其中 n - 单元节点数.

由 (4)式通过几何方程和物理方程即可求出

单元刚度矩阵.

1 . 4　等效节点力

陀螺力矩及角加速度引起的惯性力矩 ,径向

平动过载引起的横向力都是正对称载荷 ,此时 ,以

上诸式中取 m = 1.

1) 弯矩转换为等效集中力

设弯矩所作用的节点半径为 Rm ,弯矩为 M ,

根据虚功原理可推得等效节点力 Feq ,a为

Feq ,a =
M

R M
(5)

　　2) 横向体积力

横向体积力是由平动过载引起 ,根据虚功原

理可推得等效节点力 Feq为

{ Feq } = arρ∫
2π

0∫∫
e

[ N ]T

cos2θ　

0

sin2θ

rd rd zdθ (6)

式中αr - 平动过载系数 ;

ρ- 材料密度.

3) 陀螺力矩引起的体积力

陀螺力矩引起的体积力的等效节点力 Feq , i为

Feq , i =
M i

R M i
　 ( i = 1 ,2 , ⋯, n) (7)

其中

Mi = 2πωΩρ∫∫e [ N]i r
2 drdz　( i = 1 ,2 ,⋯, n) (8)

式中M i - 作用于每个节点上的陀螺力矩 ; RMi - i

节点的半径 ;ω- 自转角速度 ;Ω - 进动角速

度.

1 . 5　平面应力单元和傅立叶环单元耦合

叶片采用平面应力单元模拟 ,盘、轴等类似轮

体采用傅立叶环单元模拟 ,在交界处叶片与轮体

结构具有相同的节点划分.图 3 为这种分析模型

的示意图.

其中 A为轮体、轴等轴对称结构 ,C为叶片结

构 ,B为两者的交界.本文中近似处理的方法为 :

1) 叶片与轮体在交界面上沿径向轴向位移

相同 ,由此近似地保证叶片和轮体在边界面上的

位移协调性 ;

2) 叶根各节点沿周向的平动位移及各转动

图 3　分析模型示意图

Fig13　Abridged general view of analysis model

位移均为零.

设μA , f A 分别为轮体内部节点的位移向量

和载荷向量 ,μC , f C 分别为叶片内部节点的位移

和载荷向量 ,μB , f B 分别为交界面上节点的位移

向量和载荷向量.现将叶片和轮体分隔开来分别

考虑.对于轮体而言 ,其上所受的载荷可分别为两

大类 :①叶片给予的节点力 ;②除叶片作用的节点

力之外的所有其它轴对称力 ,如离心力、轴向力及

温度载荷等.

对于载荷②可列出轮体的平衡方程

[ A]
μA2

μB2

=
a11 a12

a21 a22

μA2

μB2

=
f A2

f B2

(9)

对于上式 ,由于 f A2 , f B2均已知 ,因而可直接求解

μA2 ,μB2 .

对于载荷①可列出轮体的平衡方程

[ B ]
μA1

μB1

=
b11 b12

b21 b22

μA1

μB1

=
0

f B1

(10)

　　其中在位移和载荷向量中的下标“1”和“2”分

别对应于载荷①和②,轮体的总位移为

μA =μA1 +μA2 ,μB =μB1 +μB2 (11)

　　对于叶片可列出平衡方程

[ C′]
μB

μC

=
f B′

f C

(12)

　　设叶片数为 m ,由力的平衡条件有

f B1 = - mf′B1 / (2πr) (13)

式中 r - 径向坐标.

式 (13)两端同乘 m/ 2πr ,从而得

[ C]
μB

μC

=
c11 c12

c21 c22

μB

μC

=
- f B

f C

(14)

　　这里采用轴对称环单元形成系数矩阵 [ A ] ,

采用周向变量由傅立叶级数表示的半解析有限

元 ,取周向波数为 m ,形成系数矩阵[ B ].

将 (11)式中的第二个式子代入式 (14) ,再将

式 (14)与式 (10)合并得

b11 b12 0

b21 b22 + c11 c12

0 c21 c22

μA1

μB1

μC

=

0

- c11μB2

fC - c21μB2

(15)
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　　求解式 (15)得μA1 ,μB1 ,μC ,再由式 (12)可得

μA 及μB .至此 ,整个结构的位移即可求得 ,由此 ,

再利用支撑刚度即可求出支撑载荷.

2　对比算例

应用平面应力单元和傅立叶环单元耦合的有

限元算法 ,采用 C + +和 FORTRAN语言编制了有

限元计算软件 FEELA (界面见图 4) ,对典型静不

定梁 (结构及外载荷见图 5 ,支撑刚度及材料性能

数据见表 1 ,表 2)支撑载荷进行了计算 ,并与传统

的材料力学方法以及有限元分析商业软件 NAS2
TRAN的三维计算结果进行了对比 (见表 3) .结果

表明 ,该方法的计算结果与 NASTRAN的计算结

图 4　计算软件界面图

Fig4　Interface of software

图 5　典型静不定梁结构及载荷示意图

Fig15　Abridged general view of typical

statically indeterminate beam and loads

表 1　支撑刚度(单位 :N/ m)

Table 1　Stiffness of stay bearing ( Unit :N/ m)

1 # 2 # 3 #

工况 1 1. 0×1011 1. 0×1011 1. 0×1011

工况 2 2. 0×107 4. 0×106 3. 0×108

表 2　材料性能

Table 2　Performance of material

密度ρ/ (kg/ m3 ) 弹性模量 E/ GPa 泊松比μ

8 000 200 0. 3

表 3　各种计算结果的对比

Table 3　Comparison of calculation result

结构

( <X)
工况

材料力学结果/ N NASTRAN计算结果/ N FEELA软件计算结果/ N

1 # 2 # 3 # 1 # 2 # 3 # 1 # 2 # 3 #

<100
工况 1 - 276. 6 - 808. 5 85. 1 - 294. 2 - 764. 4 58. 6 - 294. 0 - 765. 1 59. 0

工况 2 - 583. 1 - 42. 2 - 374. 7 - 577. 4 - 56. 5 - 366. 1 - 577. 3 - 56. 8 - 365. 9

<50
工况 1 - 277. 8 - 805. 6 83. 4 - 281. 6 - 796. 0 77. 6 - 281. 1 - 797. 2 78. 3

工况 2 - 634. 0 85. 0 - 451. 0 - 540. 7 - 148. 2 - 311. 1 - 540. 4 - 149. 0 - 310. 6

<20
工况 1 - 277. 8 - 805. 4 83. 3 - 278. 2 - 804. 5 82. 7 - 278. 6 - 803. 5 82. 1

工况 2 - 216. 1 - 959. 9 175. 9 - 322. 1 - 694. 8 16. 9 - 322. 2 - 694. 5 16. 7

<5
工况 1 - 277. 8 - 805. 4 83. 3 - 277. 8 - 805. 6 83. 4 - 277. 8 - 805. 5 83. 3

工况 2 - 277. 6 - 805. 9 83. 6 - 277. 9 - 805. 1 83. 1 - 278. 0 - 805. 0 83. 0

果非常接近 ,而传统的材料力学方法的计算结果

在支撑刚度不可忽略以及非泊努利梁时存在较大

的误差.

3　应用实例

利用该方法对下述两个转子实例的支撑惯性

载荷进行了计算 ,计算结果 (叠加了气动载荷)在

发动机型号的研制中得到了应用.

实例 1 :某型机动力涡轮转子结构见图 1 所

示 ,此转子为柔性转子 ,径向为静不定结构.

动力输出轴组件的前支承是双列球轴承即 1

#轴承 ,后支承是圆柱滚子轴承即 2 #轴承 ,动力

涡轮轴前支承是圆柱滚子轴承即 3 # 轴承 ,后支

承是带安装边的角接触球轴承即 4 # 轴承.动力

输出轴组件与动力涡轮轴通过花键联接传递扭

矩.
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有限元模型及在陀螺力矩作用下的变形图见

图 6 ,由支撑处变形再通过支撑刚度即可求出支

撑载荷 ,计算参数及结果见表 4.

图 6　有限元模型及变形图

Fig16　Finite element model and deformation

模型共包含 1 016 个四边形 8 节点单元 ,共

计 3 818个节点.

表 4　计算时所用参数及结果

Table 4　Parameter and result

支撑号
支撑刚度/

106 (N/ m)

转子自转角

速度/ (r/ min)

转子进动角

速度/ (rad/ s)

支撑载荷/

N

1 68

2 318

3 7

4 13

20 000 2. 5

331

- 632

- 2 443

2 744

实例 2 :某型机高、低压转子结构简图如图 2

所示 ,此转子径向亦为静不定结构.其中 1 号、3

号为球轴承 ,2 号、4号、5 号、6号为滚棒轴承 ,两

个转子间有一轴间轴承 ,即为 4号轴承.此转子的

特点是高压转子直接由盘通过螺栓连接而成 ,不

存在明显的轴的特征.

有限元模型及在陀螺力矩作用下的变形图见

图 7 ,由支撑处变形再通过支撑刚度即可求出支

撑载荷 ,计算参数及结果见表 5.

图 7　有限元模型及变形图

Fig17　Finite element model and deformation

模型共包含 6 227 个四边形 8 节点单元 ,共

计 23 141个节点.

在上述两个实例中 ,对于盘、轴等轴对称结构

采用环单元模拟、叶片等非轴对称结构采用平面

应力单元进行模拟 ,支座和轴承的耦合刚度用弹

簧单元模拟.

表 5　计算时所用参数及结果

Table 5　Parameter and result

支撑号
支撑刚度/

106 (N/ m)

转子自转角

速度/ (r/ min)

转子进动角

速度/ (rad/ s)

支撑载荷/

N

1 55

2 130

3 715

4 110

5 130

6 515

高压转子

18 000

低压转子

10 000

1. 0

- 5 285

5 251

- 2 069

1 303

765

1 338

4　结束语

本文应用平面应力单元和傅立叶环单元耦合

的有限元算法对航空发动机静不定转子支撑惯性

载荷进行了计算 ,解决了传统的材料力学方法求

解静不定转子主轴承惯性载荷时的两个缺陷 ,即

当支座和轴承的耦合刚度不可忽略时 ,很难建立

正确的变形协调条件以及当转子不存在明显的轴

的特征时 ,采用梁的弯曲理论将导致较大的误差 ,

同时 ,该方法将复杂的三维问题转化为二维问题 ,

计算工作量小 ,速度快 ,效率高.

另外 ,应用该方法及其软件可以将机匣和转

子一起建立整机有限元模型 ,这样可以扩大求解

用途 ,例如 ,可以求解更真实的支撑耦合刚度及更

准确的发动机零部件冷热态换算.
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